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Célculo I. Examen 11

Ejercicio 1 (1 punto). Escribe las definiciones de:
1. Conjunto mayorado
2. Sucesién convergente
3. Sucesién de Cauchy
4. Sucesién positivamente divergente
Ejercicio 2 (1 punto). Enuncia los teoremas:
1. Teorema del Valor Intermedio

2. Teorema (de compacidad) de Weierstrass

Ejercicio 3 (2 puntos). Ayer, 10 de febrero, el dia se inicié con una temperatura
en Granada exactamente igual a la de hoy, dia 11: ambos dias, a las 00:00h, 5 gra-
dos centigrados. Prueba que ayer existi6 una determinada hora antes del mediodia
(a.m.), en la cual la temperatura coincidié exactamente con la temperatura de doce
horas mas tarde (misma hora numérica, pero p.m.).

Sea T : [0,24] — R la funcién que relaciona cada hora con su temperatura
correspondiente.

Sea ¢ : [0,12] — R dada por g(t) = T'(t) — T(t+12) la funcién que determina la
diferencia de temperatura entre dos momentos del dia de ayer, uno 12 horas después
del otro.

Con esta notacién el ejercicio se traduce en demostrar que 3¢ € [0,12] : T'(¢) =
T(c+ 12) o, equivalentemente, que Jc € [0,12] : g(t) = 0.

Tenemos que la funcién T es continua y la funcién g también lo es (por ser
diferencia de continuas). Ademas,

9(0) =T(0) = T(12)
9(12) = T(12) — T(24)

Como T'(24) = T'(0) (condicién dada por el enunciado), tenemos que:

} = 9(0) + (12) = T(0) — T(12) + T(12) ~ T(0) = 0

Por tanto tenemos dos casos posibles:

(1)  ¢(0) =¢(12) = 0 = Se han encontrado dos soluciones, { 21 B (1)2
Y =
V
g9(0) # 0 9(0) > 0Ag(12) <0
(2) — Para que su suma sea 0, v
g(12) #0 9(0) <0Ag(12) >0
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En definitiva g(0)g(12) < 0. Por el teorema (de los ceros) de Bolzano tenemos
que Je €]0,12[: T(c) = T(c + 12) = Jc €]0, 12[: g(t) = 0.

Como ¢, ¢y también son posibles soluciones (caso (1)), tenemos finalmente que
de€[0,12] : T(c) = T(c+ 12).

Ejercicio 4 (3 puntos). Estudia la convergencia de las siguientes sucesiones y calcula
su limite (si existe):

. {1!+2!+3!+...+n!}

n!

1+20 4+ 3+ ... !
Defino {a—"}:{ i +3|+ T },donde
n!

a, =11 4+21+ 3+ ... +n!

b, = n!

Como {b,} /" +o0, puedo aplicar Stolz.

Apy1 — Qp (n+1)! (n+ )l n+1 n+1
= = —_— H
bp1 — by, (n+DI=nl (n+Dul—pf n+1-1 n

Por tanto, por el criterio de Stolz,

{1!+2!+3!+...—|—n!}
' — 1
n'

2. {n(¥a—-1)}, (aeR" fijo).
Veamos primero {{/a} = {{/a,}, con a, =a ¥n € N, a > 0.

an—i—l_g_l 1
a

Qn

Por el criterio del cociente para sucesiones tenemos que { /a} — 1.

Aplicamos ahora el criterio de Euler:

{(/a)"} = {a} — a=e* = L =1n(a)

Por tanto, por Euler, {n({/a — 1)} — In(a)

3. {(a%—i—ﬁ%

Py )}, (a,b € RT fijos, a+ #0).
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Por el ejercicio anterior, tenemos que:

aatpb|  atp
a+p B

Aplico Euler

atfat b\ _ (avatpib-a-p) _
" a+f - a+ 3 N

na(Va—1) +nB(Yb—1) R aln(a) + B1n(d)
a+p a+p

Por el criterio de Euler,

{ <a{’/5+ 5\"/5>n} IR ELCEE0)

a—+p

Ejercicio 5 (3 puntos). Estudia la convergencia de las series:

L Y (Vn+1-yn)

so = {1} = {1} - {1}
Sea {a,} = {(Vn+1—vn)’}

b T Vi) = [V T = V)]

n

\/n—+1+ﬁ)r_ {\/ﬁ(%Jrl—%)

- Va1 - v (Y

Vntitvn

r:

3
1 1
Como L = (—) = — € R™, por el criterio limite de comparacion,

2 8

Z a, converge <—> Z b, converge

n>1 n=1

Como >’ b, converge = Y a,, converge

n>1 n>1
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n2

n%:l (3n+1)2

n? n? 1
Sea {an}:{(?m—l—l)?}:{9n2+6n+1} 570

Como {a,} - 0 = No cumple la condicién necesaria de convergencia.

2

n
Por tanto ————— no converge.
ngl (37’L + 1)2 &

cos®(n? 4+ 7n — 10)
n3

3.3
n=>1

3(n2
—1
Defino 3 a, = 3 <8 (n” + 7n — 10)

3
n=1 n=>1 n

Como el coseno puede ser negativo, no es una serie de términos no negativos.
Veamos si converge absolutamente.

3(n*+ Tn — 10
Estudiamos por tanto la convergencia de ) |a,| = > | cos*(n” + 7n )

n=1 n=1 n3
1
Sea {b,} = {E}

5(n*+7n —10 1
|an| < by <= |cos (. ;n ) < %<:>|cos3(n2+7n—10)] <1
< |cos(n®+7n —10)| < 1 Cierto Vn € N
Por tanto,

0 < |a,| <b, VneN

Por el criterio de comparacién, »_ b, converge = > |a,| converge
n=>1 n=>1

Por tanto, > |a,| converge = > a, converge absolutamente — > a,
n=1 n>1 n=>1
converge



